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Anahtar Kelimeler: İki parametreli hareket, iki parametreli homotetik hareket, 
düzlem hareketi, Öklid düzlemi ve Öklid uzayı 
 
Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci 
bölümde bu çalışma için gerekli temel kavramlar, teoremler ve bir parametreli 
düzlem hareketi verildi. 
 
Üçüncü bölümde Öklid düzleminde genel ve özel iki parametreli hareketler verildi. 
 
Dördüncü ve beşinci bölümler bu çalışmanın orijinal kısımlarıdır.  
 
Dördüncü bölümde, Öklid düzleminde genel ve özel iki parametreli homotetik 
hareketler tanımlandı. Bu homotetik hareketlerden elde edilen bir parametreli 
homotetik hareketlerin ( ),λ µ∀  konumundaki sürüklenme hızı, pol doğrusu, 
hodografı ve ivme polü bulundu. İki parametreli hareketlerden elde edilen teorem ve 
sonuçlarının homotetik hareket altındaki karşılıkları incelendi. 
 
Beşinci bölümde 3E , 3-boyutlu Öklid uzayında bir eğri boyunca iki parametreli 
homotetik hareket tanımlandı ve bazı teoremler verildi. 3E , Öklid uzayında yörünge 
yüzeylerinin homotetik hareket altında bazı karakterizasyonları elde edildi. 
 














Keywords: Two parameter motion, Two parameter homothetic motion, planar 
motion, Euclidean plane and space. 
 
 
This thesis consists of six chapters. First chapter is devoted to the introduction. 
Second chapter have given the fundemental concepts, theorems and one parameter 
planar motion.  
 
Third chapter have given general and special two parameter motions.  
 
Fourth and fifth chapters are the original part of the study. 
 
In the fourth chapter, general and special two parameter homothetic motions in 
Euclidean plane are defined. Sliding velocity, pole line, hodograph and accelaration 
pole at each ( ),λ µ  position of  the one parameter homothetic motions which are 
obtained from two parameter homothetic motion calculated. Correspondence in 
homothetic motion of theorems and results which are obtained two parameter 
motions are investigated. 
 
In the last chapter, two parameter homothetic motion along a curve in Euclidean 
space 3E  is defined and some theorems are obtained. Characterizations at the 
homothetic motion of some orbit surface in 3E  are found.  
 






BÖLÜM 1. GİRİŞ 
 
 
Kinematik, kuvvet ve kütle kavramlarını içermeyen mekaniğin bir dalıdır, yani 
kinematik, sadece bir nokta veya nokta sistemi (veya cisim) nin zamana bağlı yer 
değiştirmesini inceler [1]. 2E , 2-boyutlu Öklid uzayında (Öklid düzlemi) bir 
parametreli düzlemsel hareket, bu hareketin türev denklemleri, hızları ve hızların 
lineer bileşimi, ivmeler ve ivmelerin lineer bileşimi ile birlikte pol noktaları 
H.R.Müller tarafından incelenmiştir. 
 
Ayrıca H.R.Müller tarafından iki parametreli düzlem hareketleri geniş bir şekilde 
incelenmiştir. 2E , iki boyutlu Öklid uzayında bir parametreli hareketler için verilen 
teoremlerin karşılıkları yine 2E , 2-boyutlu Öklid uzayında iki parametreli hareketler 
için verilmiştir. Düzlemde bir parametreli hareketler için verilen pol noktalarına 
karşılık, iki parametreli hareketlerden elde edilen bir parametreli hareketler için pol 
eksenlerinin mevcut olduğu gösterilmiştir. 3E , 3-boyutlu Öklid uzayında iki 
parametreli hareketleri A.Karger ve O.Bottema geniş bir şekilde incelemiştir.  
 
M.Kemal Karacan, Öklid ve Lorentz düzleminde genel ve özel iki parametreli 
hareketler ve bu hareketlerden elde edilen bir parametreli hareketlerin ( ),λ µ∀  
konumundaki sürüklenme hızı, pol doğrusu, hodografı ve ivme polünü vermiştir.  
 
Biz bu tezde ilk olarak, yukarıda sözü edilen yazarların yaptıkları çalışmalardan 
esinlenerek, 2E , 2-boyutlu Öklid uzayında iki parametreli homotetik hareketleri 
tanımlayıp, iki parametreli hareketler için verilen türev denklemleri, hızları ve 
hızların lineer bileşimi, ivmeler ile birlikte pol doğrularının ( ),λ µ∀  konumunda iki 




edilen sonuç ve teoremlerin özel iki parametreli homotetik hareket altında 
karşılıklarını inceleyeceğiz. Son olarak 3E , 3-boyutlu Öklid uzayında homotetik 
hareketleri tanımlayıp bazı yörünge yüzeylerinin karakterizasyonlarını araştıracağız.  
 
İki parametreli hareket ve homotetik hareketlerin Matematik, Fizik, Mekanik ve 
Robot Kinematiğinde önemli uygulama alanları vardır. Bir parametreli hareketler 
geniş bir şekilde çalışılmıştır. Fakat iki veya daha fazla parametreli hareketler için 
günümüzde fazla bir şey söylenememektedir. Bu tezde amacımız iki parametreli 
homotetik hareketleri ve uygulamalarını tanımlayarak bu konudaki çalışmalara 










Bu bölümde temel tanım ve teoremler verilmiştir. 
 
2.1. Temel Kavramlar 
 
Tanım 2.1. A , boştan farklı bir cümle ve V  de bir K  cismi üzerinde vektör uzayı 
olsun. Aşağıdaki önermeleri doğrulayan bir 
:f A A V× →  
fonksiyonu varsa A  ya V  ile birleştirilmiş bir afin uzay denir, [ ]6 . 
i. , ,P Q R A∀ ∈  için ( ) ( ) ( ), , ,f P Q f Q R f P R+ =  
ii. P A∀ ∈  ve Vα∀ ∈  için ( ),f P Q α=   olacak biçimde bir tek  Q A∈  noktası 
vardır. 
 
Tanım 2.2. A  bir reel afin uzay ve A  ile birleşen vektör uzayı da V  olsun. V  de bir 
iç çarpım işlemi olarak  
 
               ,   : V V× →   
                        ( ) ( ) ( )
1
, ,    ,   ,  , 1 
n
i i i i
i
x y x y x y x x y y i n
=
→ = = = ≤ ≤∑       
 
şeklinde Öklid iç çarpımı tanımlanırsa bu işlem yardımı ile A  da uzaklık ve açı gibi 
metrik kavramlar tanımlanabilir. Böylece A  afin uzayı da Öklid uzayı adını alır. 
Özel olarak nA =   noktalar cümlesi nV =  , n-boyutlu standart vektör uzayı olarak 
alınırsa, Öklid iç çarpımı ile birlikte , nA   vektör uzayı ile birleştirilmiş bir n-








Tanım 2.3.       : n nd E E× →   






X Y d X Y XY y x
=
→ = = −∑

 
olarak tanımlanan d  fonksiyonuna nE , Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu ve 
( ),d X Y  reel sayısına da , nX Y E∈  noktaları arasındaki uzaklık denir, [ ]6 . 
 
Teorem 2.1. nE  de uzaklık fonksiyonu bir metriktir, [ ]6 . 
 
Tanım 2.4.      : n nd E E× →   
                                ( ) ( ), ,X Y d X Y XY→ =

 
biçiminde tanımlanan d  fonksiyonuna nE  de Öklid metriği denir.  
n
 , Öklid uzayında standart Öklid iç çarpımını , nα β∀ ∈


   için 
, cosα β α β θ=
 
   
biçiminde yazabiliriz. Burada θ  açısı ,α β

  vektörleri arasındaki açı olup pozitif 



















den hesaplanan θ  reel sayısıdır, [ ]6 . 
 
Tanım 2.5. nE  de sıralı bir { }0 1 2, , , , nP P P P…  nokta ( )1n + -lisine n  de karşılık 
gelen { }0 1 0 2 0, ,, nP P P P P P…
  
 vektör n -lisi n  için bir ortonormal baz ise 






Tanım 2.6. nE  de ( ) ( ) ( )0 10,0, ,0 ,  1,0, ,0 , ,  0,0, ,1nE E E= … = … … = …  olmak 
üzere { }0 1, , , nE E E…  çatısına standart Öklid çatısı denir, [ ]6 . 
 











şeklindedir öyle ki 
: ,    1 nix E i n→ ≤ ≤  
fonksiyonlarına X  noktasının Öklid koordinat fonksiyonları ve { }1 2, , , nx x x…  sıralı 
ve reel değerli fonksiyonlar n -lisine de nE  in Öklid koordinat sistemi adı verilir,[ ]6 . 
 
2.2. Bir Parametreli Düzlem Hareketi 
 
Bir düzlem parçasının bir başka düzlem parçasına göre hareketini incelerken 




Tanım 2.8. Genel bir düzlem hareketi 
1y xcos ysin aθ θ= − +  
2y xsin ycos bθ θ= + +  
ile verilir. Eğer θ , a  ve b ; t  zaman parametresinin bir fonksiyonu ise hareket, bir 














Tanım 2.9. Bir parametreli düzlem hareketi 
1 1
2 21 0 1 1
x yY A C X a
, X , Y , C
x y b
          
= = = =          
          
 
dönüşümü ile verilir. ( )2A O∈  olmak üzere, matris formunda 
  Y AX C= +  
dir. Burada, y ve x , sırasıyla, sabit ve hareketli koordinat sistemine göre aynı X
noktasının yer vektörleri ve C öteleme vektörüdür. 
 
2.3. Hızlar ve Hızların Birleşimi 
 
Şimdi bir parametreli hareketler için hız kavramını açıklayalım. Hareketli düzlem, 
sabit düzleme göre hareket ederken, hareketli düzlemin sabit B  noktası sabit 
düzlemde t  zamanı ile bir eğri çizsin. B  noktasının hareketli düzleme göre hız 
vektörüne, yani B  noktası hareketli düzlemde yörüngesini çizerken sahip olduğu 
vektörel hıza B  noktasının izafi (rölatif) hızı denir ve rV

 ile gösterilir. Buna göre B  





dır. B  noktasının sabit düzleme göre hızına ise mutlak hız denir ve aV

 ile gösterilir. 
(2.4) denkleminin t  ye göre türevinden 
                a
dYV Y AX AX C
dt
= = = + +

    
elde edilir. Buradan 
fV AX C= +

   
vektörüne B  noktasının sürüklenme hızı denir. Yani B  noktası hareketli düzlemin 
bir sabit noktası olarak alınırsa, bu noktanın hızı sürüklenme hızı olur. Buna göre B
noktası 2E hareketli düzleminde sabit olacağından 0rV =

 dır. Dolayısıyla mutlak hız 
sürüklenme hızına eşit olur. Yani a fV V=
 








Teorem 2.2. Bir parametreli bir harekette, bir noktanın mutlak hız vektörü, 
sürüklenme hız vektörü ile izafi hız vektörünün toplamına eşittir. Yani  





2.4. Dönme Polü ve Pol Yörüngeleri 
 
Bir parametreli harekette t∀  anında sürüklenme hızı sıfır olan noktaları araştıralım. 
Bu noktalar t∀  anında yalnız hareketli düzlemde değil aynı zamanda sabit 
düzlemde de sabit olmak zorundadır. Bu noktalara hareketin t∀  anındaki polü, 
dönme polü veya ani dönme merkezi denir. 
 
O halde 0fV =

 denkleminin çözümü bize hareketli düzlemdeki ( , )p pP x y=  pol 
noktalarını verir. Bu noktaların geometrik yeri hareketli pol eğrisidir. Bunun sabit 













Bu bölümde Öklid düzleminde genel iki parametreli hareketleri inceleyeceğiz. 
 
3.1. Genel İki Parametreli Hareket 
 
 
Tanım 3.1 Genel iki parametreli düzlem hareketi 
( ) ( ) ( )1y xcos , ysin , a ,θ λ µ θ λ µ λ µ= − +
 
( ) ( ) ( )2y xsin , ycos , b ,θ λ µ θ λ µ λ µ= + +  
ile verilir ve IIM  ile gösterilir, [ ]7 . Burada 1 2( , )y y  sabit 2E′  düzleminin ve ( , )x y  
de hareketli 2E  düzleminin koordinat fonksiyonlarıdır. Eğer λ  ve μ , t zaman 
parametresinin  fonksiyonları olarak alınırsa, bir parametreli IM  hareketi elde edilir. 
Bu harekete IIM  den elde edilen IM  hareketi denir. 
 
(3.1) denkleminde  
1
2
cos ( , ) sin ( , )
si
y x a
Y , X , C , A
y y b n ( , ) cos ( , )
θ λ µ θ λ µ
θ λ µ θ λ µ
       
= = = =       




Y AX C= +  
yazabiliriz. Biz burada genelliği bozmayacak şekilde ( , ) (0,0)λ µ = konumunda iki 
düzlemin çakışması için 







Teorem 3.1. IIM  den elde edilen IM  hareketinin, hareketli düzlemdeki pol noktaları 
( , )λ µ∀  konumunda bir doğru üzerinde bulunur, [ ]4 . 
 
İspat. A ve C matrislerinin t ye göre türevi alınırsa, 0AX C+ =   denkleminin 
çözümü, hareketli düzlemin pol noktalarını verir. Böylece hareketli düzlemin pol 
noktaları 
( ) 1( , )p pP x y X A C
−
= = =−    
dır. Buradan, 
 
( )( ) ( )( )
( )p
sin , a a cos , b b
x λ µ λ µ
λ µ
θ λ µ λ µ θ λ µ λ µ









( )( ) ( )( )
( )p
cos , a a sin , b b
y λ µ λ µ
λ µ
θ λ µ λ µ θ λ µ λ µ














 çekilip px  de yerine yazılırsa  
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2
p
p
cos , a sin , b cos , a sin , b x
sin , a cos , b sin , a cos , b y
cos , a b sin , b a cos , a b sin , a b
µ λ µ λ λ µ λ µ
λ µ λ µ µ λ µ λ
λ µ λ µ µ λ λ µ
θ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ θ
θ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ θ
θ λ µ θ λ µ θ λ µ θ λ µ
 + − − 
 + − − + 
 = − − +
 
 
doğrusu elde edilir. 
 
Sonuç 3.1. IIM  den elde edilen IM  hareketinin, hareketli düzlemdeki pol noktaları 
( ), (0,0)λ µ =  için 
( ) ( )p pa a x b b y a b a bµ λ λ µ µ λ λ µ λ µ µ λθ θ θ θ− + − = −  
 









Teorem 3.2. IIM  den elde edilen IM  hareketinin, sabit düzlemdeki pol noktaları 
( , )λ µ∀  konumunda bir doğru üzerinde bulunur, [ ]4 . 
 
İspat. ( , )p pP x y=  hareketli pol noktasının (3.2) ile verilen koordinatları 
Y AX C= +  denkleminde X  yerine yazılırsa sabit düzlemin ( , )p pP x y=  polü 





cos ( , ) sin ( , )






θ λ µ θ λ µ
θ λ µ θ λ
λ µ
µ λ µ
   
= +    
−

















         
( )p
a a


















 çekilip px  de yerine yazılırsa  
( ) ( ) ( )( ) ( )( )p pa a x b b y b , b b a , a a a b a bµ λ λ µ µ λ λ µ µ λ λ µ µ λ λ µ λ µ µ λθ θ θ θ λ µ θ θ λ µ θ θ− + − = − + − + −  
doğrusu elde edilir. 
 
 
Sonuç 3.2. IIM  den elde edilen IM  hareketinin, sabit düzlemdeki pol noktaları 
( ), (0,0)λ µ =  için 
( ) ( )p pa a x b b y a b a bµ λ λ µ µ λ λ µ λ µ µ λθ θ θ θ− + − = −  
doğrusu üzerinde bulunur, [ ]4 . 
 
 
Sonuç 3.3. IIM  den elde edilen IM  hareketinin, sabit ve hareketli düzlemdeki pol 






IIM  den elde edilen IM  hareketinin pol doğrusunu hareketli düzlemdeki Oy-ekseni 
















0b bλ µλ µ+ =   
elde edilir. λ  ve µ  bağımsız hareket parametreleri olduklarından sıfırdan 
farklıdırlar. O halde 0b bλ µ= =  olmalıdır. Böylece,  














elde edilir. Bu özel durum sabit düzlemin pol doğrusunun da, sabit düzlemin Oy-
ekseni ile çakışasını gerektirir. Yani,  













                 
dır. Kabul edelim ki ( ), (0,0)λ µ =  ve pol ekseni Oy-ekseni (yani  0b bλ µ= = ) 
olsun. Bu durumda, hareketli düzlemde herhangi bir sabit  B( x, y )  noktasının 
sürüklenme hızı ( )1 2fV y , y=

    olmak üzere 
( )1y y a aλ µ λ µθ λ θ µ λ µ= − + + +     
( )2y xλ µθ λ θ µ= +   
elde edilir. 
 
Teorem 3.3. Kabul edelim ki ( ), (0,0)λ µ =  ve pol ekseni Oy-ekseni (yani  
0b bλ µ= = ) olsun. Bu taktirde, IIM  den elde edilen IM  hareketinde P pol 
noktasından B noktasına giden pol ışını B noktasının fV

 sürüklenme hız vektörüne 





İspat. (3.7) denkleminden ( ),p pP x y  hareketli pol noktası 0
a a
P , λ µ
λ µ
λ µ
θ λ θ µ
 +








 sürüklenme hızı  
( ) ( )( )fV y a a , xλ µ λ µ λ µθ λ θ µ λ µ θ λ θ µ= − + + + +

  
    
olmak üzere, 
( ) ( ) ( ) ( ) 0fV ,PB xy x a a xy x a aλ µ λ µ λ µ λ µθ λ θ µ λ µ θ λ θ µ λ µ= − + + + + + − + =
 
   
     
elde edilir. 
 
Teorem 3.4.  IIM  den elde edilen IM  hareketinin fV

 sürüklenme hız vektörünün 
boyu  ( , )λ µ∀  için 




dır, [ ]4 . 
 








     eşitliğinden C  çekilip  fV AX C= +

   de yerine yazılırsa, 




bulunur. Buradan  
( ) ( )2 2f p pV x x y y PBθ θ= − + − =
 
   
elde edilir. 
 
Teorem 3.5.  IIM  den elde edilen IM  hareketi için P pol noktasından B noktasına 
giden pol ışını ile fV

 sürüklenme hız vektörü arasındaki açı Ψ  olmak üzere, 
( , )λ µ∀  için  ( )( , ) ,
2
πΨ λ µ θ λ µ= +  dır. İlave olarak, Bu iki vektörün dik olması 
için ( ) ( ), 2 0,1, 2,...k kθ λ µ π= =   dır, [ ]4 . 
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İspat.  Teorem 3.4. den 
 
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )f p p p pV sin , x x cos , y y , cos , x x sin , y yθ θ λ µ θ λ µ θ λ µ θ λ µ= − − − − − − −

  
şeklinde ve ( )p pPB x x , y y= − −

  olduğundan  
( )
2
fPB , V sin , PBθ θ λ µ= −
  
  
elde edilir. Ayrıca 
( )f fPB , V V PB cos ,Ψ λ µ=
   
 
dir. Son denklem (3.9) da yerine yazılırsa, 
( ) ( )
2
fV PB cos , sin , PB= −
  
Ψ λ µ θ θ λ µ  
( ) ( )
2
PB PB cos , sin , PB= −
  
 θ Ψ λ µ θ θ λ µ  
( ) ( )cos , sin ,Ψ λ µ θ λ µ= −  
 
 
bulunur. Böylece    
( ) ( )
2
, ,πΨ λ µ θ λ µ= +  
olur. 
 
Tanım 3.2. (Hodograf) Sabit bir noktanın sürüklenme hız vektörleri, kendilerine 
paralel kalmak üzere başlangıç noktasına taşındığında, bu vektörlerin uç noktalarının 
geometrik yeri bir eğri olup bu eğriye hodograf denir, [ ]8 . 
 
Şimdi de  IIM  den elde edilen IM  hareketindeki herhangi bir ( , )x y  noktasının 
hodografının geometrik yerini ( , )λ µ∀  için araştıralım. Bunun için 2 2 1λ µ+ =    
alalım. (3.1) denkleminin t  ye göre türevi alınır, λ   ve  µ  ye göre düzenlenirse  
 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 sin , cos , sin , cos ,y x y a x y aλ λ λ µ µ µθ λ µ θ θ λ µ θ λ θ λ µ θ θ λ µ θ µ= − − + + − − + 
 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 cos , sin , cos , sin ,y x y b x y bλ λ λ µ µ µθ λ µ θ θ λ µ θ λ θ λ µ θ θ λ µ θ µ= − + + − +   
 
(3.9) 
( ) ( )
2




elde edilir. Cramer metodu yardımıyla λ   ve  µ  değerleri bulunup 2 2 1λ µ+ =   
eşitliğinde yerine yazılırsa,  
 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
sin , cos , cos , sin ,
cos , sin , sin , cos ,
x y a x y b
x y b x y a
Γ= − − + − +
− − + − − +
λ λ λ µ µ µ
λ λ λ µ µ µ
θ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ θ




( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 21cos , sin , cos , sin ,x y b x y b yµ µ µ λ λ λθ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ θ − + + − +     
( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 22sin , cos , sin , cos ,x y a x y a yµ µ µ λ λ λθ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ θ + − − + + − − +   
 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1 2
cos , sin , sin , cos ,
sin , cos , cos , sin ,
x y b x y a
y y
x y a x y b
µ µ µ µ µ µ
λ λ λ λ λ λ
θ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ θ
θ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ θ
 − + − − +
+  
+ − − + − +  
   
2= Γ  
denklemi elde edilir.  
 
Kabul edelim ki ( ), (0,0)λ µ =  ve pol doğrusu Oy-ekseni (yani  0b bλ µ= = ) olsun. 
Bu taktirde aşağıdaki teorem verilebilir. 
 
Teorem 3.6.  IIM  den elde edilen IM  hareketinde bir ( , )x y  noktasının hodografı 
bir elipstir, [ ]4 . 
 
İspat. 0b bλ µλ µ= = = =  alınırsa (3.10) denklemi 
    
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( )







x y y y a a a a y
xy x a a y y
x a a
λ µ λ µ λ λ µ µ λ µ
λ µ λ λ µ µ
λ µ µ λ
θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ
θ θ
   + + + − + +   
 − − + + + 
 = + 
 
   








genel konik denklemi olmak üzere, (3.11) denkleminde kısalık için, 
( )2 2 2A x λ µθ θ= +  
( ) ( )2 2B xy x a aλ µ λ µλ µθθ θ θ= − + + +  
( ) ( )( )2 2 2 2 22C y y a a a aλ µ λ λ µ µ λ µ= θ + θ − θ + θ +   
seçilirse, 
( )22 2det 0A B AC B x a aB C λ λ µ µθ θ−= = >−  
dır. Bu ise denklemin elips olduğunu gösterir. Bu elipsin alanı ise ( )x a aµλ µ λπ θ θ−  
dır. Görüldüğü gibi bu alan sadece x ’e bağlıdır. O halde Oy-ekseni üzerindeki bir 
noktanın hodografının oluşturduğu elipsin alanı sıfırdır. 
 
Kabul edelim ki ( ), (0,0)λ µ =  ve pol doğrusu Oy-ekseni (yani  0b bλ µ= = ) olsun. 
Bu taktirde aşağıdaki teorem verilebilir. 
 
 
Teorem 3.7. IIM  den elde edilen IM  hareketinde Ox-ekseni üzerinde bulunan 
simetrik iki noktanın hodografları aynı elipslerdir, [ ]4 . 
 
İspat. 0 ( ,0)B   noktası için (3.11) denkleminden 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )22 2 2 2 2 2 21 2 1 22y a a y a a y y a aµ λ λ µ λ λ µ µ µ λ λ µθ θ θ θ θ θ+ + + − + = +           (3.12) 
denklemi elde edilir ki, bu bir elipstir. Bu elipsin alanı ( )x a a−µ λ λ µπ θ θ  dir. Ayrıca
0 ( ,0)B −  noktası içinde aynı elips elde edilir. 
 
 
2 22 2 0Ax Bxy Cy Ey F+ + + + =
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3.2. Hareketin İvme Polü 
 
Hareketin sürüklenme ivmesinin sıfır olması yani 0AX C+ =   denkleminin çözümü, 
hareketin ivme pollerinin koordinatlarını verir. Dolayısıyla,  
( ) ( ) 1,ip ipX P x y A C
−
= = −    
olacağından  
 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )2 2
4 2ip
a sin , cos , b cos , sin ,
x
θ θ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ
θ θ
+ + − +
=
+




( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )2 2
4 2ip
a cos , sin , b sin , cos ,
y
θ θ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ θ θ λ µ
θ θ
+ + − +
=
+
   

 
    
 
elde edilir. Özel olarak ( ) ( ), 0,0θ λ µ =  için 
( ) ( )2 2
4 2 4 2ip ip
a b a b
x y
θ θ θ θ




    
 
   




Teorem 3.8. IIM  den elde edilen IM  hareketinin ivme polleri, 0λλ µµ = == =

   
için, sabit ve hareketli düzlemin pol doğrusu ile çakışır, [ ]4 . 
 





 çekilip ipx  de yerine yazılırsa (3.4) doğrusu 













3.3. Özel İki Parametreli Hareket 
 
 
Şimdi genel olarak incelediğimiz iki parametreli düzlem hareketini özel olarak 
Bottema’nın incelediği tarzda ele alalım. 
 
Tanım 3.3. (3.1) denklemleri ile verilen genel iki parametreli düzlemsel harekette, 
( ),θ λ µ λ=   ve  ( ),a λ µ µ=    seçilirse, hareket özel iki parametreli hareket adını 
alır ve  
1y xcos ysinλ λ µ= − +   
2 ( , )y xsin ycos bλ λ λ µ= + +  
denklemleri ile verilir, [ ]2 . 
 
λ  ve  µ  , bir t parametresinin fonksiyonları iseler, bir parametreli hareket elde 
edilir. Bu harekete IIM  den elde edilen bir parametreli hareket denir ve IM  ile 
gösterilir. ( ) , ( )t tλ µ  seçilişlerinin her biri bir parametreli hareket verir. Yani burada 
             
1 1
2 2
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
t t t t
t t t t
t t t t
λ λ µ µ
λ λ µ µ






seçilişleri ayrı ayrı bir parametreli hareketleri tanımlarlar. ( ),b λ µ  belirlendiğinde, t 
parametresine bağlı olarak λ  ve  µ  fonksiyonları değiştiğinden sonsuz tane bir 
parametreli hareket elde edilir. Yani iki parametreli IIM  hareketinden sonsuz tane bir 
parametreli IM  hareketleri elde edilir. 
 
Şimdi de IIM  den elde edilen IM  hareketinin hız vektörlerini araştıralım. Bunun 
için hareketli düzlemdeki sabit bir ( , )B x y  noktasının sürüklenme hızı  fV

 olmak 






Teorem 3.9. IIM  den elde edilen IM  hareketinin hareketli düzlemdeki pol noktaları 
( , )λ µ∀   konumunda bir doğru üzerinde bulunur, [ ]4 . 
 
İspat. B  noktası hareketli düzlemde sabit olacağından 0rV =

  ve aynı nokta sabit 
düzlemde de sabit olacağı için 0fV =

 olacaktır. Böylece, 0fV =

 için 
0AX C+ =   
denkleminin çözümü hareketli düzlemin pol noktalarını verir. Dolayısıyla, hareketli 
düzlemin pol noktaları  
( ) 1( , )p pP x y X A C
−
= = =−    
dır. 














      
= +       
    
−
   
yazılır ve A  nın  t  parametresine göre türevi alınırsa 
sin cos d dA , ,
cos ti tn d ds
λ λ
λ λ
λ µλ λ µ
 



































elde edilir. Bulunan bu değerler (3.16) denkleminde yerine yazılırsa, 
( ) ( )( )
1 1 cos b bX A C















µ λ λ µ
λ µ λ λ λ µ
 








x sin cosλ µ













y cos sinλ µ






























bulunur. Bu son eşitlik px  de yerine yazılırsa 
( ) ( ) 0p pb sin cos x sin b cos y bµ µ λλ λ λ λ+ + − + + =     
doğru ailesi elde edilir. ,λ µ∀  için bu denklemden bir doğru elde edilir. 
 
Sonuç 3.4. IIM  den elde edilen IM  hareketinin, hareketli düzlemdeki pol noktaları 
0λ = µ =  için,  
0p px b y bµ λ+ + =    
doğrusu üzerinde bulunurlar, [ ]4 . 
 
Gerçekten (3.18) denkleminde 0λ = µ =  alınırsa bütün IM  hareketinin pol 
noktalarının geometrik yeri  
    0p px b y bµ λ+ + =   































Teorem 3.10. IIM  den elde edilen IM  hareketinin, sabit düzlemdeki pol noktaları 
( , )λ µ∀   konumunda bir doğru üzerinde bulunur, [ ]4 . 
 
İspat. Elde edilen ( , )p pP x y=  noktası Y AX C= +  denkleminde X  yerine 
yazılırsa, sabit düzlemin  ( , )p pP x y=  polü elde edilir. Böylece,  
( )
( ) ( )
b sin b cos
P
b ,




sin c co os s
λ µ
λ µ
µ λ λ µλ





 − −    
= +    









( ) ( )p pP x , y b b , b ,λ µ µ µµ λ µλ λ











çekilip px  de yerine yazılırsa  
 ( )2 0p px b y b b b ,µ λ µµ λ µ+ + − − =    
doğrusu elde edilir. 
 
Sonuç 3.5. IIM  den elde edilen IM  hareketinin, sabit düzlemdeki pol noktaları 
0λ = µ =  için,  
          0p px b y bµ λ+ + =    
doğrusu üzerinde bulunurlar, [ ]4 . 
 
Gerçekten (3.21) denkleminde 0λ = µ =  alınırsa bütün  IM  hareketinin sabit 
düzlemdeki pol noktalarının geometrik yeri olarak 
           0p px b y bµ λ+ + =   
doğrusu elde edilir. 
 
Sonuç 3.6. Sabit ve hareketli düzlemdeki pol doğruları 0λ = µ =  konumunda 









IIM  den elde edilen IM  hareketinin  sürüklenme hız vektörlerinin pol ışınına dik 
olup olmadığını araştıralım. Öncelikle O.Bottema’nın incelediği gibi pol ekseni Oy-
ekseni olan ve IIM  den elde edilen IM  hareketini ele alalım. Bunun için               
0λ = µ =    ,  0b bλ µ= =   olmalıdır. O halde  (3.17) den 









dır. Hareketli düzlemdeki herhangi bir sabit B( x, y )  noktasının sürüklenme hızı 
( )1 2fV y , y=

    dır. Dolayısıyla ( ), (0,0)λ µ =   ve  0b bλ µ= =  ,  ( ) 0b ,λ µ ≠   olduğu 
göz önüne alınır ve  (3.15)  denkleminin türevi alınırsa 
    1y yλ µ= − +   
      2y xλ=   
elde edilir. Pol ekseni Oy-ekseni olan IIM  den elde edilen IM  hareketinin 
sürüklenme hız vektörü için aşağıdaki teorem verilebilir. 
 
Teorem 3.11. IIM  den elde edilen bütün IM  hareketi için ( ), (0,0)λ µ =  
konumunda, P pol noktasından B noktasına giden pol ışını, fV

 sürüklenme hız 
vektörüne diktir, [ ]4 . 
 
İspat.  IIM  hareketinde,  
  
PB x , y µ
λ











   






Bu ifade ederki, pol ekseni Oy-ekseni olan iki parametreli IIM  hareketinden elde 




 birbirine diktir. Bu eşitliğin bir 







Teorem 3.12. IIM  den elde edilen bütün IM  hareketlerinde fV

 sürüklenme hız 




dır [ ]4 . 
 
İspat. Bir önceki teoremin ispatında tanımlanan PB

  ve  fV

 vektörlerinin normları 
alınırsa 




( ) ( )2 2f p pV x x y yλ= − + −

  
elde edilir. Buradan  (3.25)  eşitliğinin sağlandığı kolayca görülür. 
 
 
Teorem 3.13. IIM  den elde edilen bütün IM  hareketleri için P pol noktasından B 
noktasına giden pol ışını ile fV

 sürüklenme hız vektörü arasındaki açı Ψ  olmak 
üzere, ( , )λ µ∀  konumunda 
2
Ψ π λ= +  bağıntısı vardır. Bu iki vektörün dik olması 
için ( )2 0,1,2,...k kλ π= =  olmalıdır, [ ]4 . 
 
İspat. İlk olarak (3.15) hareketinin sürüklenme hızını bulalım. Hız vektörü pol 









   







= −  
 
   
dir. Bu eşitlik fV AX C= +






      p p pf
p p p
x x x x










  −      
= + = − = − =         −  
− −
   − 

       
             
( ) ( )
( ) ( )
p p
p p
sin cox x y y














( ) ( ) ( ) ( )( )f p p p pV x x sin y y cos , x x cos y y sin= − − − − − − −

λ λ λ λ λ  
bulunur. 




( ) ( )( )2 2
2











elde edilir. Ayrıca 
f fPB , V PB V cosΨ=
   
 
olduğundan son iki denklem birbirine eşitlenirse 
2




PB PB cos sin PBλ Ψ λ λ= −
  
   
bulunur. Böylece cos sinΨ λ= −  dir.  
 
Bu eşitlik çözülürse 
2 2




πΨ λ= +  olur. Eğer ( )2 0 1 2k k , , ,...λ π= =  ise bu iki vektör birbirine 
dik, 2kλ π≠   ise noktanın sürüklenme hız vektörüyle noktayı P polüne bağlayan 
vektör arasındaki açı Ψ  olmak üzere Ψ  ile  λ  arasında 
2








Şimdi özel olarak 2 2 1λ µ+ =   alalım ve IIM  den elde edilen bütün IM  
hareketlerindeki herhangi bir ( , )x y  noktasının hodografının hangi cins konik 
olduğunu  λ  ve µ  nün durumuna göre inceleyelim. Özel hareket denklemi (3.15) in 
t parametresine göre türevi alınırsa  
( )1y x sin y cos= − − +  λ λ λ µ  
      ( )2y x cos y sin b b= − + +

 λ µλ λ λ µ  












yazılabilir. Buradan  
( ) ( )b x sin y cos x cos y sin bµ λλ λ λ λΓ = − − + − + −  















µ µλ  
( ) ( )
1
2 2 1
x sin y cos
x cos y sin b x sin y cos x cos y
y
y s ny yi b
− −















bulunur. Bulunan bu değerler 2 2 1λ µ+ =   denkleminde  yerine yazılırsa 
 
( )2 2 2 2 2 2 212 2 2b x cos y sin b xy sin cos xb cos yb sin yµ λ λ λλ λ λ λ λ λ+ + + − + −   
( )2 2 2 2 2 222x sin y cos xy sin cos yλ λ λ λ+ + + + +   
( )2 2 2 1 22 2 2 2 2 2 2b xy sin cos xy sin xb sin xy cos y sin cos yb cos y yµ λ λλ λ λ λ λ λ λ λ+ − + − + + − +  
 
2= Γ  
 
 
elde edilir. Bu denklem; ( , )λ µ∀  konumundaki hodografın genel denklemidir ve 






Teorem 3.14.  IIM  den elde edilen IM  hareketinde herhangi bir ( , )x y  noktasının 
0b bλ µλ µ= = = =   için hodografı bir elipstir, [ ]4 . 
 
İspat. Özel olarak (3.28) denkleminde 0b bλ µλ µ= = = =  seçilirse 
( )2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 22x y y y xyy y x+ + + =      
denklemi elde edilir ki bu bir elips denklemidir. Gerçekten de, 
2 2 2 2 02Bxy Cy Dx yA E Fx + + + + =+  
genel konik denklemi olmak üzere, (3.29) denkleminde kısalık için 






= − = >  
dır. Bu ise denklemin elips olduğunu gösterir. 
 
Teorem 3.15. Ox-ekseni üzerinde bulunan simetrik iki noktanın, 0b bλ µλ µ= = = =
için hodografları aynı çemberlerdir, [ ]4 . 
 
İspat. 0 ( ,0)B   noktası için (3.29) denkleminden 
2 2 2
1 2y y+ =    
elde edilir. Bu ise yarıçapı   olan bir çemberdir. Burada sadece 0 ( ,0)B   için değil 
aynı zamanda 0 ( ,0)B −  için de bu noktanın hodografı  bir çemberdir. 
 
0 ( ,0)B   noktasının yörüngesi için (3.15) denkleminden 
 1 cosy λ µ= +   
2 sin ( , )y bλ λ µ= +  






1y µ=            2y λ=    
elde edilir ki buradan da 
2 2 2
1 2y y+ =    
bulunur. 0B  noktasının skalar hızı ise 
( )1 2,y y =    
olup sabittir. Kolayca gösterilebilir ki (3.29) elipsinin alanı  xπ dir. Bu alan sadece 
x ’e bağlıdır. O halde pol doğrusu üzerindeki bir nokta için elipsin alanı sıfırdır. 
 
3.4. Özel İki Parametreli Hareketin İvme Polü 
 
Şimdi de sürüklenme ivmesi sıfır olan noktaların geometrik yerini araştıralım. Bunun 
için 
0AX C+ =   
denklemini çözelim. IIM  den elde edilen IM  hareketinde  
( ) 1( , )ip ipP x y A C
−
= −    
ifadesi ivme pollerinin koordinatları verir. Buradan  
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
2 2
4 2 2 2
sin cos cos sin1





λ λ λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ
 + − +   =   +  + +  
   
 
   
    
elde edilir, öyle ki  
( ) ( )
( ) ( )2 2 24 2
2
1 sin cos ( ) ( cos sin )( ( )
( ) 2
ipx b
b b b b
λλ
µµ λµ λ µ
λ λ λ λ µ λ λ λ λ λ
λ λ
µ λµ λ µ
= + + − ++
+ + + + 






    
 
( ) ( )
( ) ( )2 2 24 2
2
1 cos sin ( ) ( sin cos )( ( )
( ) 2
ipy b
b b b b
λλ
µµ λµ λ µ
λ λ λ λ µ λ λ λ λ λ
λ λ
µ λµ λ µ
= − + − ++
+ + + + 











değerleri ( , )λ µ  konumundaki ivme polünün koordinatlarıdır. 0λ µ= =  özel 
durumunda 
      
( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
2
2 2
4 2 4 2 2ipx b b b b bλλ µµ λµ λ µ
µ λ λ λ µ λµ λ µ
λ λ λ λ







   
             
      
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )2 2 24 2 4 2 2ipy b b b b bλλ µµ λµ λ µµλ λ λ µ λµ λ µ
λ λ λ λ











Teorem 3.16. IIM  den elde edilen IM  hareketinin ivme polleri 0λ µ λ µ= = = =

   
için sabit ve hareketli düzlemin pol doğrusu ile çakışır, [ ]4 . 
 
İspat. (3.31) denkleminden 
 
( ) ( )
























 çekilip ipx  de yerine yazılırsa 
0ip ipx b y bµ λ+ + =   














Bu bölüm tezin orijinal kısmı olup iki parametreli düzlemsel hareketler ve 
uygulamaları incelenecektir.  
 
4.1. Genel İki Parametreli Homotetik Hareket 
 
Y AX C= +  şeklindeki genel iki parametreli hareket önceki bölümde incelendi. Bu 
çalışmada ( )h , sbtλ µ ≠   için   
= +Y hAX C  
homotetik hareket incelenecektir. Ayrıca ( , ) (0,0)λ µ =  ve ( )h ,λ µ  homotetik sabiti 
için bazı özel sonuçları verilecektir. 
 
Tanım 4.1. Genel iki parametreli homotetik hareket 
 
( ) ( )




Y , X , C , A
y y b
cos , sin ,
sin , cos ,
θ λ µ θ λ µ
θ λ µ θ λ µ
      
= = = =       

−
     
   ve  ( )h , sbtλ µ ≠  
olmak üzere, 










sin , cos , y ,
θ λ µ θ λ µ λ µ
λ µ
θ λ µ θ λ µ λ µ
      
= +      




( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 h hy , xcos , , ysin , a ,λ µ θ λ µ λ µ θ λ µ λ µ= − +  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 h hy , xsin , , ycos , b ,λ µ θ λ µ λ µ θ λ µ λ µ= + +  








Burada 1 2( , )y y  noktası 
2E′  sabit düzleminin ve ( , )x y  noktasıda 2E  hareketli 
düzleminin koordinat fonksiyonlarıdır. Eğer λ  ve  μ  ,  t  zaman parametresinin 
fonksiyonları olarak alınırsa, bir parametreli  IN  homotetik hareketi elde edilir. Bu 
harekete  IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik hareketi denir. 
 
Burada ( , ) (0,0)λ µ =  ve (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)a bθ = = =  başlangıç anında 2E  
hareketli ve 2E′  sabit düzlemlerinin koordinat sistemleri çakışıktır.  
 
Teorem 4.1. IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik hareketinin, 





ha cos ha sin hb sin hbcos x
ha sin ha cos hb cos hb sin y
θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ
+ + −
+ − + + + =
    
 





İspat.  = +Y hAX C   homotetik hareket denkleminin, t parametresine göre türevi 
alınırsa, 0hAX hAX C+ + =    elde edilir. Bu denklemin çözümü hareketli düzlemin 
pol noktalarını verir. O halde hareketli düzlemin pol noktaları, 
1−
 =− + 
  
p pP( x , y ) hA hA C  
dır.  
1 2 2 2 0det hA hA h h θ
−
 + = + ≠ 
  
  
olduğundan  hA hA + 
    matrisi regülerdir, yani 
tersi mevcuttur. Dolayısıyla  
 
( )
2 2 2 2 2 2
1
2 2 2 2 2 2
p p
h sin hcos h cos h sin a
h h h h
P x , y hA hA C
h cos h sin h sin hcos b
h h h h
−
 − − −   + +   








θ θ θ θ θ θ
θ θ
θ θ θ θ θ θ
θ θ  






ha sin ha cos hb cos hb sinx
h h










ha cos ha sin hb sin hbcosy
h h









dir. Buradan 2 2 2h h θ+    ifadesi çekilir ve gerekli düzenlemeler yapılırsa ispat biter. 
 
Ayrıca IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik hareketinin, hareketli 
düzlemdeki pol noktaları ( , ) (0,0)λ µ =  olmak üzere 
                                  2 2 2 2 2 2( , ) ,
 + −
= = − + + 




hb ha ha hbP x y
h h h h
θ θ
θ θ
                
dir. Böylece, pol noktalarının denklemi 
( ) ( ) 0p pha hb x hb ha yθ θ− + + =       
olur.  
O halde ( , ) (0,0)λ µ =  için IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik 
hareketinin hareketli düzlemdeki pol noktaları ile ilgili aşağıdaki sonuçlar verilebilir. 
 
Sonuç 4.1. Hareketli düzlemdeki pol noktaları ( ),θ λ µ  sabit olduğunda 
( ) ( )p ph b h b x h a h a y a b a bµ λ λ µ λ µ µ λ λ µ µ λ− + − = −  
doğrusu üzerinde bulunur. 
 
Sonuç 4.2. Hareketli düzlemdeki pol noktaları ( ),h λ µ  sıfırdan farklı bir sabit 
olduğunda 
( ) ( ) ( )1p pa a x b b y a b a bhµ λ λ µ µ λ λ µ λ µ µ λθ θ θ θ− + − = −  
doğrusu üzerinde bulunur. 
 
Sonuç 4.3. Hareketli düzlemdeki pol noktaları ( ), 1h λ µ =  olduğunda 
( ) ( )p pa a x b b y a b a bµ λ λ µ µ λ λ µ λ µ µ λθ θ θ θ− + − = −  













Teorem 4.2.  IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik hareketinin, 
sabit düzlemdeki pol noktalarının denklemi  
( ) ( ) ( ) ( )p pha hb x hb ha y a hb ha b ha hbθ θ θ θ− + + = − − +               
dır. 
 
İspat.  (4.4) ile verilen ( , )p pP x y=  pol noktasını  (4.1) denkleminde yerine yazılırsa 










P x , y h
, ,y b
θ λ µ θ λ µ λ µ
λ µ
θ λ µ θ λ µ λ µ
−    
= +    







ha sin ha cos hb cos hb sin
x ah hh








θ θ θ θ θ θ
θ
θ θ θ θθ θ θ
θ
−
 − − −
      + = +      + + −    
 + 
    
 
 





elde edilir. Dolayısıyla sabit düzlemin pol noktasının koordinatları 
 
2 2 2p









        2 2 2p











olmak üzere sabit düzlemin pol noktası 
 
2 2
2 2 2 2 2 2( , ) ,
 + −
= = − + + + + 




h b hha h a hhbP x y a b
h h h h
θ θ
θ θ
    
             
dir. px  ile py  koordinatlarında 
2 2 2+ h h θ  ifadeleri çekilip birbirine eşitlenirse sabit 
düzlemdeki pol noktalarının denklemin 
( ) ( ) ( ) ( )p pha hb x hb ha y a hb ha b ha hbθ θ θ θ− + + = − − +               
şeklinde elde edilir.  
 
Böylece ( , ) (0,0)=λ µ  olmak üzere  IIN  homotetik hareketinden elde edilen   IN  







Sonuç 4.4. Sabit düzlemdeki pol noktaları ( ),θ λ µ  sabit olduğunda 
( ) ( ) ( )p ph b h b x h a h a y h a b a bµ λ λ µ λ µ µ λ λ µ µ λ− + − = −  
doğrusu üzerinde bulunur. 
 
Sonuç 4.5.  Sonuç 4.4 de özel olarak ( ), 1h λ µ =  alınırsa sabit ve hareketli 
düzlemdeki pol doğruları ( ),θ λ µ  sabit olduğunda çakışıktır. 
 
Sonuç 4.6.  Sabit düzlemin pol noktaları ( ),h λ µ  sıfırdan farklı bir sabit olduğunda 
(4.9) doğrusu üzerinde bulunur, [ ]4 . 
 
Sonuç 4.7.  Sonuç 4.2 de özel olarak ( ), 1h λ µ =  alındığında hareketli düzlemin pol 
doğrusu, Sonuç 4.6 da verilen sabit düzlemin pol doğrusu ile çakışık olur. 
 
 
IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  hareketinin pol doğrusu Oy-ekseni 
olarak seçilsin. Bu taktirde, 0λ µ= =  için 0px =  olduğundan, 



















  ifadesi çekilip (4.4)  





2 2 2 2
2
p
ha hb h a b b b aby
hb hh a bhah
b
θ
− − − +


















bulunur.  Böylece ( , )p pP x y=  pol noktasının koordinatları 






















dir. Bu özel durum, hareketli düzlemin pol doğrusunun h katının, sabit düzlemin pol 
doğrusuna eşit olmasını gerektirir. Yani,  
2
2 2 2p

















  halini alır. Dolayısıyla,  
=p py hy  
olur. 
Şimdi hareketli düzlemin herhangi bir ( )B x, y  noktasının ( , ) (0,0)λ µ =  için 
( )1 2fV y , y=

    sürüklenme hızını araştıralım.  (4.2) denkleminde t parametresine göre 
türevler alınıp gerekli düzenlemeler yapılırsa, 
 
( )1y xcos ysin h xsin h ycosh aθ θ θ θ θ θ= − − − +    
( )2y xsin ycos h xcos h ysin bh θ θ θ θ θ θ= + + − +     
 
elde edilir. ( , ) (0,0)λ µ =  için, 
1y x h y ah θ= − +   
2y y h x bh θ= + +    
olur. Buradan sürüklenme hızı, 






Teorem 4.3. IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik hareketi 
( , ) (0,0)λ µ =  ve Oy-ekseni pol ekseni olması durumunda  ( ),p pP x y   pol 
noktasından ( ),B x y  noktasına giden pol ışını ile, ( ),B x y  noktasının fV

 
sürüklenme hızı arasında, 


















İspat.  Pol ekseni Oy-ekseni olduğunda ( , )= p pP x y  hareketli pol noktası,  












 olur. Dolayısıyla, herhangi bir ( ),B x y  noktası için 
, aPB x y
h




 dir. Böylece (4.14) denklemi göz önüne alınırsa, 
   ( )f aV ,PB h hx h y a , y h x b , x , y hθθ θ
 = − 
 





     
   














   
2 2 2 2 2 2x h xy h ax y ay h xy h ax hb y abhh
h
hh hθ θ θ θ θ θ θ
θ
− + + + + − − +
=




   

















Sonuç 4.8. IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik hareketi 
( , ) (0,0)λ µ =  ve Oy-ekseni pol ekseni olması durumunda, ( )h ,λ µ  sıfırdan farklı bir 
sabit olmak üzere P pol noktasından B pol ışınına giden pol ışını, B noktasının fV

 
sürüklenme hız vektörününe diktir. 
 
İspat. Pol ekseni Oy-ekseni ise 0hb haθ + =    olur. O halde ( )h ,λ µ  sıfırdan farklı 
olduğundan 0bθ =   dir. Böylece homotetik hareket, sırf öteleme hareket 









Teorem 4.4. IIN  den elde edilen IN  homotetik hareketinin fV

 sürüklenme hız 
vektörünün boyu  ( , )λ µ∀  için, 
2 2 2
fV h h PBθ= +
 










 = − +   
 
    eşitliğinde C  çekilip  fV hAX hAX C= + +

     de yerine 
yazılırsa, 
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
 − − − + −
 =







h cos h sin x x h sin h cos y y ,
V
h sin h cos x x hcos h sin y y
θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ
 
bulunur. Buradan ise 

fV  sürüklenme vektörünün normu hesaplanırsa 




2 2 2h h PBθ= +

   
elde edilir. 
 
Sonuç 4.9.  ( ) 1=h ,λ µ  olması durumunda  =
 

fV PBθ  elde edilir, [ ]4 . 
 
 
Teorem 4.5. IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik hareketi için P   
pol noktasından B  noktasına giden pol ışını ile fV

 sürüklenme hız vektörü 
arasındaki açı Φ  olmak üzere ( ),λ µ∀  için 
( )
2 2 2
hcos h sincos ,
h h






   








İspat. ( , )p pPB x x y y= − −

 pol ışını ile fV

 sürüklenme hız vektörü arasında  
2
fPB,V ( hcos h sin ) PBθ θ θ= −
 
   
bağıntısı vardır, diğer taraftan P   pol noktasından B  noktasına giden pol ışını ile fV

 
sürüklenme hız vektörü arasındaki açı Φ  olduğundan 
( )f fPB,V V PB cos ,Φ λ µ=
   
 
dir. Bu iki ifade eşitlenir ve Teorem 4.4. göz önüne alınırsa 
( )2 f( h cos h sin ) PB V PB cos ,θ θ θ Φ λ µ− =
 
    
( )




( )2 2 2hcos h sin h h cos ,θ θ θ θ Φ λ µ− = +    
elde edilir. Dolayısıyla 
( )
2 2 2
hcos h sincos ,
h h










Sonuç 4.10.  IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik hareketi için P   
pol noktasından B  noktasına giden pol ışını ile fV

 sürüklenme hız vektörü 
arasındaki açı Φ  ve ( )h ,λ µ  sıfırdan farklı sabit olmak üzere 
    
( ) ( ), ,
2
πΦ λ µ θ λ µ= +  
bağıntısı vardır. Bu iki vektörün dik olması için 2 ( 0,1,...)k kθ π= =  olmalıdır. 
 
İspat. ( )h ,λ µ  sıfırdan farklı bir sabit olduğundan 
0h =  
dır. Teorem 4.5 de bu değer yerine yazılırsa  
 
 
( )h sin h cos ,θ θ θ Φ λ µ− =   




( ) ( )
2
cos , cos ,πΦ λ µ θ λ µ = +  
 
yani 
    
( ) ( ), ,
2
πΦ λ µ θ λ µ= +       ,       2 ( 0,1,...)k kθ π= =  
olur.       
 
Şimdi IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik hareketindeki bir 
( ),x y  noktasının hodografının geometrik yerini ( ),λ µ∀  için araştıralım. Bunun için 







y h x cos h y sin h x sin h y cos a
h x cos h y sin h x sin h y cos a
m m
λ λ λ λ λ
µ µ µ µ µ
θ θ θ θ θ θ λ
θ θ θ θ θ θ µ
λ µ
= − − − +













y h x sin h y cos h x cos h y sin b
h x sin h y cos h x cos h y sin b
m m
λ λ λ λ λ
µ µ µ µ µ
θ θ θ θ θ θ λ
θ θ θ θ θ θ µ
λ µ
= + + − +





















   
biçiminde yazarsak, 
1 2
1 4 2 3
3 4
m m
m m m m
m m







     
2 2 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2 2 2
2
h h x sin cos h h xy cos h hx cos h hxy sin cos
h h xy sin h h y sin cos h hxy sin cos h hy sin
hh x sin hh xy sin cos h x sin cos h xy .sin
h.h xy sin cos hh y c
λ µ λ µ λ µ λ µ
λ µ λ µ λ µ λ µ
µ λ µ λ λ µ λ µ
µ λ µ µ
θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θθ θ
Γ = − + −
− + − +
− + − +
− + 2 2 2 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2 2
os h xy cos h y sin cos
h h x sin cos h h xy sin h hx sin h hxy sin cos
h h xy cos h h y sin cos h hxy sin cos h hy cos
h.h x cos hh xy sin cos h x sin cos h xy
λ µ λ µ
λ µ λ µ λ µ λ µ
λ µ λ µ λ µ λ µ
µ λ µ λ λ µ
θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ
− +
− + + +
− + + +
− + + + 2
2 2 2 2 2 2
cos
h.h xy sin cos hh y sin h xy sin h y sin cos
a h x sin a h y cos a h x cos a h y sin a b b h x cos
b h y sin b hx sin b hy cos a h x sin a hy cos a hx cos
a hy cos a
λ µ
µ λ µ µ λ µ λ µ
λ µ λ µ λ µ λ µ λ µ µ λ
µ λ µ λ µ λ µ λ µ µ λ
µ λ µ
θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ
+ − − −
+ − + − + +
− − − − − −
+ − b b h x cos b h y sin b hx sin b hy cosλ µ µ µ µ µ µ µ µθ θ θ θ θ θ− + + +
 
 
elde ediir. ( , ) (0,0)λ µ =  için 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
2 2( )h x y h h hx a a hy b b
x h b h b y h a h a a b a b
λ µ µ λ λ µ µ λ λ µ µ λ
λ µ µ λ λ µ µ λ λ µ µ λ
θ θ θ θ θ θΓ = + − + − + −
+ − − − + −
 
olur. λ  ve µ  değerleri Cramer metodu ile  
1 11 2










şeklinde hesaplanır ve 2 2 1λ µ+ =   denkleminde yerine yazılırsa
 
( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 23 4 1 1 3 2 4 1 2 1 2 22m m y m m m m y y m m y+ − + + + = Γ     
veya açık haliyle 
   
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )
2 2 2 2 2 2 2









 + + + + + + +
 + + + + + + + + 
− + + + − + + + 
− − + + + − + + +


h x y h h hxy h h hx b b
y h b h b b b y x h h h y
hxy h h x h a h a hy a a a a y
h x y h h xy h h h hx a
λ µ λ µ λ λ µ µ λ λ µ µ
λ λ µ µ λ µ λ µ λ µ
λ λ µ µ λ λ µ µ λ λ µ µ λ µ
λ λ µ µ λ µ λ µ λ λ
θ θ θ θ θ θ
θ θ
θ θ θ θ
θ θ θ θ θ( )
( ) ( ) ( ) 1 2
2




hy b b x h b h b y h a h a a b a b y y
µ µ









Teorem 4.6. IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik hareketinde 
herhangi bir ( ),x y  noktasının ( ) ( ), 0,0λ µ =  için hodografı bir elipstir. 
 
İspat: (4.19) denkleminde genel konik denklemi göz önüne alındığında  
2 22 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F+ + + + + =  
olduğundan öyle ki burada 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )
( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2
2 2
2 2 2
2 2 2 2 2




A h x y h h hxy h h
hx b b y h b h b b b
B h x h h hy h h hx a a hy b b
xy h h h y h a h a x h b h b a b a b
C x h h h y h
λ µ λ µ λ λ µ µ
λ λ µ µ λ λ µ µ λ µ
λ λ µ µ λ λ µ µ λ λ µ µ λ λ µ µ
λ µ λ µ λ λ µ µ λ λ µ µ λ λ µ µ
λ µ λ µ
θ θ θ θ
θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ
θ θ
= + + + + +
+ + + + + +
= + − + + + − +
+ + − + + + + + + +
= + + + − ( ) ( )
( ) ( )2 2
2
2
xy h h hy a a
x h a h a a a
λ λ µ µ λ λ µ µ
λ λ µ µ λ µ
θ θ θ θ+ − +
+ + + +
 
dır. O halde 
( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
22 2
2det 0
h x y h h hx a a hy b bA B
AC B
B C y h a h a x h b h b a b a b
λ λ µ µ λ µ µ λ λ µ µ λ
λ µ µ λ λ µ µ λ λ µ µ λ
θ θ θ θ θ θ + − + − + −
 = − = >
 − − + − + − 
 
olduğundan genel konik denklemi bir elips denklemidir. 
 
 
Teorem 4.7. IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  hareketinde ( ) ( ), 0,0λ µ =  
için Ox -ekseni üzerinde bulunan simetrik iki noktanın hodografları aynı elipslerdir. 
 
İspat: (4.19) denkleminde ( ),0oB  noktası için 
          
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2
1








h h b b b b y
h h h a h a a a y
h h h h a a h b h b a b a b y y
h h h h a a h b h b a b a b
λ µ λ λ µ µ λ µ
λ µ λ λ µ µ λ µ
λ λ µ µ λ λ µ µ λ λ µ µ λ λ µ µ
λ µ µ λ λ µ µ λ λ µ µ λ λ µ µ λ
θ θ θ θ
θ θ θ θ
θ θ θ θ
 + + + + + 
 + + + + + + 
 − + + + + + + + 











denklemi elde edilir. Bu ise bir elipstir. Bu elipsin alanı ise 
( ) ( ) ( )2h h h h a a h b h b a b a bλ µ µ λ λ µ µ λ λ µ µ λ λ µ µ λπ θ θ θ θ − + − + − + −     
dir. 0 ( ,0)B − noktası içinde benzer işlemler yapılırsa aynı elips elde edilir. 
 
4.2. Homotetik Hareketin İvme Polü 
 
Hareketin sürüklenme ivmesinin sıfır olması yani ( )2 0hA hA hA X C+ + + =     
denkleminin çözümü ivme pollerinin koordinatlarını verir. İlk olarak  
 






h cos h cos h sin h sin h sin h sin h cos h cos
h sin h sin h cos h cos h cos h cos h sin h sin
θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ
 − − − − + − −
 
− + + − − − 
        
        
 
 
ifadesinin determinantı hesaplanırsa 
( ) ( )2 222 2 0det hA hA hA h h h hθ θ θ + + = − + + ≠          
dır. Bu ifade eder ki bu matris regülerdir, yani tersi mevcuttur. 
Böylece  
( ) ( ) 12ip ipP x , y hA hA hA C
−
= − + +     
ivme polünün koordinatları hesaplanırsa 
( ) ( )






a h cos h cos h sin h sin b h sin h sin h cos h cos
x
h h h h
θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ
− + + + − − + +
=
− + +
         

   
 
( ) ( )






a h sin h sin h cos h cos b h cos h cos h sin h sin
y
h h h h
θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ
− + + + − + + +
=
− + +
         

   
 
elde edilir. Bununla beraber ( , ) (0,0) 0= =θ λ µ  için  
( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
2 2
2 22 22 2
2 2
2 2
 − − + − − + + + =   − + + − + + 
          








h hb h b hba a aha h b
P x ,y ,
h h h h h h h h
θ θ θ θ θ θ









Teorem 4.8. IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik hareketinin 
hareketli düzlemdeki ivme pollerinin denklemi, 0= = = = λ µ λ µ  için, 
( ) ( ) 0ip ipha hb x ha hb yθ θ− + + =      
dır. 
 





























bulunur. Buradan gerekli düzenlemeler yapılırsa (4.22) denklemi elde edilir.  
 
Böylece ( , ) (0,0)=λ µ  için IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik 
hareketi için aşağıdaki sonuçları verilebilir. 
 
Sonuç 4.11. Hareketli düzlemdeki ivme polleri ( ),θ λ µ  sabit ise (4.7) doğrusu 
üzerinde bulunur. Böylece hareketli düzlemin pol doğrusu ile ivme pollerinin 
doğrusu çakışıktır. 
 
Sonuç 4.12. Hareketli düzlemdeki ivme polleri ( ),h λ µ  sıfırdan farklı bir sabit ise 
(4.8) doğrusu üzerinde bulunur. Dolayısıyla hareketli düzlemin pol doğrusu ile ivme 
pollerinin doğrusu çakışıktır. 
 
Sonuç 4.13.  Hareketli düzlemdeki ivme polleri ( ), 1h λ µ =  ise (4.9) doğrusu 
üzerinde bulunur, [ ]4 . 
 
Teorem 4.9. IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik hareketinin sabit 
düzlemdeki ivme pollerinin denklemi 0= = = = λ µ λ µ  için, 







İspat. Sabit düzlemin ivme polleri ( ),ip ipP x y  noktasını = +Y hAX C  denkleminde 
X  yerine yazılır ve 0= = = = λ µ λ µ  alınırsa  
( )
2 2
2 2 2 2 2 2
2 ( ) 2 ( ),
( ) ( ) ( ) (2 )
,
2ip ip
h hb h b hb h h bh aa a a aP h b
h h h h h h h h
x y θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ
 − − + − − + + +
⋅ + ⋅ + − + +
=
− + + 
          
        
     
 
bulunur. Burada ipx  ve ipy  koordinatlarında 
2 2 2( ) (2 )h h h hθ θ θ− + +     ifadeleri çekilip 
birbirine eşitlenmesiyle (4.23) denklemi elde edilir.  
 
IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik hareketinde 
0= = = = λ µ λ µ  için aşağıdaki sonuçlar verilebilir. 
 
Sonuç 4.14. Sabit düzlemdeki ivme polleri ( ), = sbtθ λ µ  ise (4.12) doğrusu 
üzerinde bulunur. Böylece sabit düzlemin pol doğrusu ile ivme pollerinin doğrusu 
çakışıktır. 
 
Sonuç 4.15. Sonuç 4.14 de özel olarak ( ), 1h λ µ =  alınırsa sabit ve hareketli 
düzlemdeki ivme pollerinin doğruları ( ),θ λ µ  sabit ise çakışıktırlar. 
 
Sonuç 4.16.  Sabit düzlemdeki ivme polleri ( ),h λ µ  sıfırdan farklı bir sabit olduğun-
da (4.9) doğrusu üzerinde bulunur. Dolayısıyla sabit düzlemin pol doğrusu ile ivme 
pollerinin doğrusu çakışıktır. 
 
Sonuç 4.17. Sonuç 4.12 da verilen hareketli düzlemin ivme pollelerinin doğrusu ile 








4.3. Özel İki Parametreli Homotetik Hareket 
 
Şimdi genel olarak incelenen iki parametreli homotetik düzlem hareketini özel olarak 
Bottema’nın incelediği tarzda ele alalım. 
 
Tanım 4.2. (4.1) denklemindeki genel iki parametreli homotetik harekette eğer 
( ),θ λ µ λ=   ve  ( ),a λ µ µ=    alınırsa bu harekete özel iki parametreli homotetik 
hareket denir ve 
1y hxcos hysinλ λ µ= − +   
2 ( , )y hxsin hycos bλ λ λ µ= + +  
denklemi ile verilir.  
 
Şimdi IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik hareketinin hız 
vektörünü araştıralım. Bunun için hareketli düzlemdeki sabit bir ( , )B x y  noktasının 
sürüklenme hızı fV

 olmak üzere aşağıdaki teorem verilebilir. 
 
Teorem 4.10. IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  hareketinin, hareketli 





h cos h sin hb sin hbcos x
h sin h cos hb cos hb sin y
λ λ λ λ λ λ
λ
µ µ
λµ λ µ λ λ λ
+ + −
+ − + + + =
    
 







İspat. ( , )B x y  noktası hareketli düzlemde sabit olacağından 0rV =

 ve aynı nokta 
sabit düzlemde de sabit olacağı için 0fV =

 olacaktır. O halde 0fV =

 için 
0hAX hAX C+ + =    denkleminin çözümü hareketli düzlemin pol noktalarını verir. 
Dolayısıyla, hareketli düzlemin pol noktaları, 
( ) 1,p pP x y hA hA C
−
 =− + 
    
dir. 
1 2 2 2 0det hA hA h h λ
−
 + = + ≠ 
    olduğundan hA hA + 
   matrisi regülerdir, yani 



















      
= +       
 
−
    

 
şeklinde yazılabilir. Buradan pol noktasının koordinatları 
2 2 2p
h s in h cos hb cos hb sinx
h h











h cos h sin hb sin hbcosy
h h










olur. Böylece px  ve py  koordinatlarında 
2 2 2h h λ+    ifadelerini çekip birbirine 
eşitlenirse (4.26) denklemi elde edilir.  
IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik hareketinin, hareketli 
düzlemdeki pol noktaları ( , ) (0,0)λ µ =  için,
 
                                  ( ) 2 2 2 2 2 2
 + −
= − + + 





h hb h hbP x , y ,




olur. İlave olarak pol noktalarının ( , ) (0,0)λ µ =  için denklemi 
( ) ( ) 0p ph hb x hb h yµλ λ µ− + + =        
dır. Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 
 
Sonuç 4.18. IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  hareketinin, hareketli 
düzlemdeki pol noktaları ( , ) (0,0)λ µ =  ve ( ),h λ µ  sıfırdan farklı bir sabit 
olduğunda 
0p ph x hb y bµ λ+ + =   
doğrusu üzerinde bulunur. 
 
Teorem 4.11. IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  hareketinin, sabit 
düzlemdeki pol noktalarının denklemi  














İspat.  Hareketli düzlemin ( , )p pP x y=  pol noktası,  Y hAX C= +   denkleminde  X  
yerine yazılırsa, sabit düzlemin  ( , )p pP x y= polü bulunur. Böylece, 







P x , y h
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λ λ λ λ
λ
µ µ θ
 − − −
      + = +      + + −    
 + 
−














































olur ve 2 2 2h h λ+   ifadelerini çekip birbirine eşitleyerek sabit düzlemdeki pol 
noktalarının denklemi  
( ) ( ) ( ) ( )p ph hb x hb h y hb h b h hbµλ λ µ µ µλ µ λ− + + = − − +                   
olarak elde edilir. 
 
















dir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa 
2 0p px b y b bbµ λ µ µ+ + − − =    
denklemi elde edilir. ( , ) (0,0)λ µ =  için 
0p px b y bµ λ+ + =   
olur. 
 
Sonuç 4.20.  (4.30) denkleminde özel olarak ( ), 1h λ µ =  alınırsa sabit ve hareketli 









Şimdi IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  hareketinin sürüklenme hız 
vektörlerinin pol ışınına dik olup olmadığını araştıralım. Öncelikle O.Bottema’nın 
incelediği gibi pol ekseni Oy-ekseni olan ve IIN  homotetik hareketinden elde edilen 
IN  hareketini ele alalım. Bunun için 0λ µ= =   ve  0h hbµ λ+ =    olmalıdır. 
Böylece (4.27) denklemlerinden 










Hareketli düzlemdeki herhangi bir sabit ( ),B x y  noktasının sürüklenme hızı 
( )1 2,fV y y=

   dır. Dolayısıyla ( , ) (0,0)λ µ =   ve  0h hbµ λ+ =    olduğu göz önüne 
alınır ve (4.25) denkleminin türevi alınırsa 
1y x h yh λ µ= − +    
2y y h x bh λ= + +    
elde edilir. 
 
Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 
 
Teorem 4.12. IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  hareketi ( , ) (0,0)λ µ =  ve 
Oy-ekseni pol ekseni olması durumunda  P  pol noktasından B noktasına giden pol 
ışını ile, B noktasının  fV

 sürüklenme hızı arasında, 












İspat. IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  hareketinde pol ekseni Oy-ekseni 
seçilirse ( , ) 0 ,p pP x y h




 ve dolayısıyla ,PB x y
h












  ( )fV ,PB h hx h y , y h x , x , yb h
µλ µ λ
λ









      
                     
2 2 2 2 2 2x h xy h x y y h xy h x hb y bhh
h
hh hλ λ λ µ λ µ λ λ µ λ µ
λ
=










−    
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Sonuç 4.21. IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik hareketi 
( , ) (0,0)λ µ =  ve Oy-ekseni pol ekseni olması durumunda, eğer ( )h ,λ µ  sıfırdan 
farklı bir sabit ise P pol noktasından B pol ışınına giden pol ışını, B noktasının fV

 
sürüklenme hız vektörününe diktir. 
 
İspat. Pol ekseni Oy-ekseni olması durumunda 0hb hλ µ+ =    ve ( )h ,λ µ  nin 
sıfırdan farklı sabit olma durumları göz önüne alınırsa 0bλ =   elde edilir. Burada 
homotetik hareketin sırf öteleme hareketi olmaması için 0b =  olmalıdır. Dolayısıyla 






Teorem 4.13. IIN  den elde edilen IN  hareketinin fV

 sürüklenme hız vektörlerinin 
boyları  ( , )λ µ∀  konumunda, 
fV h h PBλ= +
 












 = − +   
 
    eşitliğinde C  çekilip fV hAX hAX C= + +

    ifadesinde 
yerine yazılırsa, 
 
( )( ) ( )( )




h cos h sin x x h sin h cos y y
V
h sin h cos x x hcos h sin y y
λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ
 − − − + −
 =






bulunur. Buradan ise  
( ) ( )2 2f p pV h h x x y y h h PBλ λ= + − + − = +
 
    
elde edilir. 
 
Teorem 4.14.  IIN  den elde edilen IN  homotetik hareketi için P  pol noktasından 
B  noktasına giden pol ışını ile fV

 sürüklenme hız vektörü arasındaki açı Φ  olmak 
üzere ( ),λ µ∀ konumunda 
( ) cos sincos , h h
h h






   
bağıntısı vardır. 
 
İspat.  ( )p pP x , y   pol noktasından  ( )B x, y  noktasına giden pol ışını, 
( )p pPB x x , y y= − −

 
ve sürüklenme hız vektörü 
( )( ) ( )( )




h cos h sin x x h sin h cos y y
V
h sin h cos x x hcos h sin y y
λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ
 − − − + −
 =






( ) 2fPB,V hcos h sin PB= −
  
 λ λ λ  
dir. Diğer taraftan 
( )f fPB,V V PB cos ,Φ λ µ=
   
 





( ) ( )2 fh cos h sin PB V PB cos ,λ λ λ Φ λ µ− =
  
   
elde edilir. Teorem 4.13. de  fV h h PBλ= +
 
    olduğundan 
( ) ( )2hcos h sin PB h h PB PB cos ,λ λ λ λ Φ λ µ− = +
  
    
( ) ( )h cos h sin h h cos ,λ λ λ λ Φ λ µ− = +    
bulunur. Buradan, 
( ) cos sincos , h h
h h






   
elde edilir. 
 
Sonuç 4.22. IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  homotetik hareketi için P   
pol noktasından B  noktasına giden pol ışını ile fV

 sürüklenme hız vektörü 
arasındaki açı Φ  ve ( )h ,λ µ  sıfırdan farklı sabit olmak üzere 
    
( ),
2
πΦ λ µ λ= +  
bağıntısı vardır. Bu iki vektörün dik olması için 2 ( 0,1,...)k kλ π= =  olmalıdır. 
 
Şimdi özel olarak 2 2 1λ µ+ =   alalım ve IIN  homotetik hareketinden elde edilen 
bütün IN  hareketlerindeki herhangi bir ( , )x y  noktasının hodografının hangi cins 
konik olduğunu  λ  ve µ  konumuna göre inceleyelim. Özel hareket denklemi (4.25) 
in t ye göre türevi alınırsa  
   ( ) ( )1y h x cos h y sin hx sin hy cos h x cos h y sinλ λ µ µλ λ λ λ λ λ λ µ= − − − + + +    
   ( ) ( )1y h x sin h y cos hx cos hy sin b h x sin h y cos bλ λ λ µ µ µλ λ λ λ λ λ λ µ= + + − + + + +   
 
elde edilir. Buradan ( , ) (0,0)λ µ =  için, 






bulunur. Cramer metodu ile λ   ve  µ  değerleri bulunup  2 2 1λ µ+ =   de yerine 
yazıldığında hodografın genel denklemini elde edilir. 
 
Teorem 4.15.  IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  hareketindeki herhangi 
bir ( ),x y  noktasının 0λ µ= =  ve 0h hbµ λ+ =    için hodografı bir elipstir. 
 
İspat.  0λ µ= =   ve   0h hbµ λ+ =     seçildiğinde,  
( ) ( ) ( ) ( )2 2b h x hy b h x h h x y h y hxµ λ λ µ µ λ− − − − + −Γ = +   
olur. Böylece hodografın denklemi 
( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2
1
2 2 2 2 2 2 2
2






h x y h h h hxy hb x y h b h b b b y
x h h h y h hxy h x y
h h x y xy h h h x h b h b y h hb b y y
b h x hy b h x h h x y h y hx
λ µ λ λ λ λ µ µ λ µ
λ µ λ µ
λ λ µ λ λ µ µ µ λ µ
µ λ λ µ µ λ
 + + + + + + + + 
 + + + − + + 
 − − + + − + + + −
− − − − + −
+ 








dir. Bu denklem bir elips belirtir. Gerçekten 
2 2 2 2 02Bxy Cy Dx yA E Fx + + + + =+  
genel konik denklemi olmak üzere, (4.40) denkleminde 
( ) ( )2 2 2 2 2 2 22 2 2h x y h h h hxy hb x y h bA h b b bλ µ λ λ λ λ µ µ λ µ+ + + + + + + +=  
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2h h x y xy h h h x h b hB b y h hb bλ λ µ λ λ µ µ µ λ µ− + + − + + + − +=    
( )2 2 2 2 2 22 2C h h x h y h hxy xhλ µ λ µ= + + − + +   
seçilirse, 
( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 0det A B AC B b h x hy b h x h h x y h y hxB C µ λ λ µ µ λ= − = − − − − + − +  >  
 





Teorem 4.16.  Eğer ( )h ,λ µ  sıfırdan farklı bir sabit ve pol ekseni Oy-ekseni olmak 
üzere, Ox -ekseni üzerinde bulunan simetrik iki noktanın 0λ µ= =  için hodografları 
(sırf öteleme olmaması durumunda) aynı çemberlerdir. 
 
İspat. (4.40) denkleminden 0 ( ,0)B   noktası için 
( )
( ) ( ) ( )








h hb b b y h h h y
h h h b h b b y y h b h b b h h
λ λ µ λ µ µ
λ λ λ µ µ λ µ µ λ λµ µ
  + + + + + + +  
  − + + + = − +  − +
 
    
 
    
 
bulunur. Burada eğer ( )h ,λ µ  nin sıfırdan farklı bir sabit olduğu göz önüne alınırsa 
22 2 2 2 2 2 2
2
2
1 1 22 2h hb b b y y by hb yλ λ µ µ λ   + + + + − =   −           
elde edilir. Pol ekseni Oy-ekseni olduğundan 0hb hλ µ+ =    dır. O halde ( )h ,λ µ  nin 
sıfırdan farklı bir sabit olduğundan 0hbλ =   olur. Burada sırf öteleme olmaması için 
0b =  olmalıdır. Böylece 0b b bλλ µ= + =     olduğundan  0b bλ µ= =  dır.  Dolayısıyla 
(4.41)  denklemi  
2 2 2 2
1 2
2h y y h+ =    
şeklini alır. Bu ise yarıçapı h  olan bir çember denklemidir. (4.41) denkleminde aynı 
işlemler yapılırsa 0 ( ,0)B −  noktası içinde aynı çember denklemini elde ederiz. 
 
0 ( ,0)B  noktasının yörüngesi için (4.25) denkleminden 
1y h cosλ µ= +   
2y h sin b( , )λ λ µ= +  
bulunur. ( , )λ µ∀  ye göre bu yörünge değişir. 0 ( ,0)B   noktası için (4.35) 
denkleminden 
1y µ=                2y h λ=    
elde edilir. Bu değerler 2 2 1λ µ+ =   denkleminde yerine yazılırsa 
2 2 2 2 2







bulunur. Böylece 0B noktasının skalar hızı 
( ) 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 2,fV y y y y h hµ λ µ λ= = + = + = +

 
     
    






4.4. Özel İki Parametreli Homotetik Hareketin İvme Polü 
 
Hareketin sürüklenme ivmesinin sıfır olması yani ( )2 0hA hA hA X C+ + + =     
denkleminin çözümü ivme pollerinin koordinatlarını verir. İlk olarak  





h cos h cos h sin h sin h sin h sin h cos h cos
h sin h sin h cos h cos h cos h cos h sin h sin
λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ
 − − − − + − −
 
− + + − − − 
        
        
 
ifadesinin determinantı hesaplanırsa 
( ) ( )2 22det 2 2 0hA hA hA h h h hλ λ λ + + = − + + ≠           
dır. O halde bu matris regülerdir, yani tersi mevcuttur.  
Böylece 
( ) ( ) 12ip ipP x , y hA hA hA C
−
= − + +     





h hb h( b )x
( h h ) ( h h )
µ λ µλ λ
λ λ λ
− − + −
=
− + +
    
 
 






hb h h( b )y
( h h ) ( h h )
µλ λ µλ
λ λ λ
− + + +
=
− + +
    
 
 







Teorem 4.17.  IIN  den elde edilen IN  homotetik hareketinin hareketli düzlemdeki 
ivme pollerinin denklemi, 0λ µ λ µ= = = =   olması durumunda 
( ) ( ) 0ip iph hb x h hb yλµ µ λ− + + =       
dır. 
 
























   
bulunur. Buradan gerekli düzenlemeler yapıldığında (4.44) denklemini elde ederiz. 
 
Sonuç 4.23. Hareketli düzlemdeki ivme polleri 0λ µ λ µ= = = =   ve ( ),h λ µ  
sıfırdan farklı bir sabit olduğunda (4.30) doğrusu üzerinde bulunur. 
 
Sonuç 4.24. Hareketli düzlemdeki ivme polleri 0λ µ λ µ= = = =   ve ( ), 1h λ µ =  
olduğunda (4.34) doğrusu üzerinde bulunur. 
 
Sonuç 4.25. IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  hareketinin, hareketli 
düzlemdeki ivme polleri 0λ µ λ µ= = = =   konumunda hareketli düzlemin pol 
doğrusu ile çakışır. 
 
 
Teorem 4.18. IIN  den elde edilen IN  homotetik hareketinin sabit düzlemdeki ivme 
pollerinin denklemi, ( , ) (0,0)λ µ =  ve 0λ µ= =   olması durumunda  
( ) ( ) 0ip iph hb x h hb yλµ µ λ− + + =       
dır. 
 
İspat.  Sabit düzlemin ivme polleri ( ),ip ipP x y  noktasını Y hAX C= + denkleminde 









O halde  




( ) (2 )ip
h hb h bx h
h h h h
λ λ λ
λ λ λ
















( ) (2 )ip
hb h h by h b









    




dır. Bu son denklemde 0λ µ λ µ= = = =   yazılıp düzenlenirse  
( ) ( ) 0ip iph hb x h hb yλµ µ λ− + + =       
elde edilir. 
 
Sonuç 4.26. Sabit düzlemdeki ivme polleri 0λ µ λ µ= = = =   ve ( ),h λ µ  sıfırdan 
farklı bir sabit olduğunda (4.34) doğrusu üzerinde bulunur. 
 
Sonuç 4.27.  (4.30) denkleminde özel olarak ( ), 1h λ µ =  alınırsa hareketli düzlemin 
ivme pollelerinin doğrusu, ( ),h λ µ  sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere (4.34) 
denklemi ile verilen sabit düzlemin ivme pollerinin doğrusu ile 0λ µ λ µ= = = =   
konumunda  çakışıktır. 
 
Sonuç 4.28. IIN  homotetik hareketinden elde edilen IN  hareketinin, sabit 









BÖLÜM 5. ÖKLİD UZAYINDA BİR EĞRİ BOYUNCA  İKİ   
PARAMETRELİ HOMOTETİK HAREKET 
 
 
Bu bölümde Öklid uzayında, bir eğri boyunca iki parametreli homotetik uzay 
hareketi tanımlandı ve bazı yörünge yüzeylerinin karakterizasyonu elde edildi.  
3E  hareketli Öklid uzayı ve 3E′ de sabit Öklid uzayı olmak üzere 3E  ün 3E′  ye göre 
hareketi, 6 bağımsız değişkene bağlıdır. Bunlardan ilk  3’ü dönmeyi temsil eden 
ortogonal matrisin 3 bileşeni ve diğer 3’ü de ötelemeyi veren vektörün 3 bileşenidir. 
3E  ün 3E′  ye göre iki parametreli homotetik hareketinde parametreler s ve t ile 
gösterilsin. Bu durumda genel olarak bir noktanın geometrik yeri bir yüzeydir. 
3E  ün 3E′  ye göre genel iki parametreli hareketi,  
( , ) ( , ) ( , )s t s t p d s tϕ = +

A  
ile verilir. Burada ( , )A s t  bir ortogonal matris ile ( , )d s t  öteleme vektörünün özel 
seçmiyle bazı yörünge yüzeylerinin parametrizasyonları verilecektir. İlk olarak, 
,s t( )A  nin özel seçimini verelim. 3 3×  tipindeki ortogonal matrislerin cümlesini 
O(3) ve 3 3×  tipindeki anti-simetrik matrislerin cümlesi C(3) ile gösterilsin.  C(3) bir 









C C c c c R
c c
 −  
  = = − ∈  




3p∈   için p  ye karşılık gelen sütun matrisi P  ve c  ye karşılık gelen anti-simetrik 
matris C  olmak üzere 
. c p= ∧ C P  
olarak yazılabilir. Yani iki vektörün vektörel çarpımı, bu vektörlere karşılık gelen 






differensiyellenebilir fonksiyonlar olan 1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ))c s c s c s c s=

 bileşenli vektör 
değerli bir fonksiyon ( )c s olsun. Buna göre, 1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ))c s c s c s c s=

 ve bir 3p∈   
için 
( ). ( ) ( ) ( )s s c s p s= ∧ C P  




0 ( ) ( )
( ) ( ) 0 ( )
( ) ( ) 0
c s c s
s c s c s
c s c s
− 
 = − 
 − 
C  
biçiminde tanımlı ve s I∀ ∈ ⊂   için doğru olan tek türlü bir C  anti-simetrik 
matrisi vardır. 1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ))c s c s c s c s=

 vektörüne karşılık gelen ( )sC  anti-simetrik 
matris yardımı ile tanımlanan ortogonal matris, 
21( s,t ) I (sin t ) ( cos t )= + + −A C C  
dır, [ ]9 . 
 
Bir 3p∈   noktasının yer vektörünü p
  ve matris formunu da P  ile gösterilsin. 
Buna göre (5.3) denkleminden, 
21( s,t )p ( s,t ) I (sin t ) ( cos t ) = = + + − 
A A P C C P  
elde edilir. Ayrıca . c p= ∧ C P   ve  ( ) , ,c c p c p c c c p∧ ∧ = −           olduğundan (5.3)  
ve  (5.4) denklemleri kullanılarak  
( )1( s,t )p p cos t c , p c( cos t ) c p sin t= + − + ∧      A  
bulunur.  
 
Tanım 5.1. (İki Parametreli Homotetik Hareket) ( )sα  eğrisi boyunca Öklid 
uzayında iki parametreli homotetik hareket 
( , ) ( , ) ( , ) ( )s t h s t s t p sϕ α= +A  







( )sα  eğrisinin p  noktsındaki Frenet çatısı { }, ,T N B    olmak üzere eğri boyunca iki 
parametreli hareket altında bir p  noktasının ( , )( )s t pϕ   yörüngesi bir yüzey belirtir. 
Bu yüzeyin denklemi, (5.3)  ve  (5.5) denkleminden  
( )1( s,t )( p ) p cos t T , p T( cos t ) T p sin t ( s )ϕ α= + − + ∧ +      
olur. ( )sα  eğrisi boyunca tanımlı Öklid uzayında iki parametreli homotetik hareketi 
ise 
( )1( s,t )( p ) h( s,t ) p cos t T , p T( cos t ) T p sin t ( s )ϕ α = + − + ∧ + 
  
    
dir. Şimdi p  noktasının yörüngesinin çizdiği yüzeyin normalini bulalım. Frenet 
formülleri  
1 1 2 2, ,T k N N k T k B B k N′ ′ ′= = − + = −
      
 
olduğundan, (5.6)  denkleminden 
         
( )
( )
1t th ( s,t ) p cos t T , p T( cos t ) T p sin t
h( s,t ) p sin t T , p T sin t T p cos t
ϕ  = + − + ∧ 






         
( )
( )1 1 1
1
1 1
s sh ( s,t ) p cos t T , p T( cos t ) T p sin t
h( s,t ) k sin t N p ( cos t )k N , p T ( cos t ) T , p k N T
ϕ  = + − + ∧ 
 + ∧ + − + − + 
  
  
     
  
 
  elde edilir. p Nλ=

  seçilir ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 
 ( ) ( )t t th cos t h sint N h sint h cos t Bϕ λ λ λ λ= − + +
 
       







t s t t
s s
T N B
h cos t h sint h sint h cos t
h cos t k h cos t h sint
ϕ ϕ λ λ λ λ
λ λ λ

















h h T hk h sint hcos t ( cos t ) h sint h cos t N
hk h sint h cos t ( cos t ) h cos t h sint B
λ λ λ λ
λ λ λ
   = − + + − + +   




şeklinde bulunur. Bu çarpım p  noktasının yörüngesinin çizdiği yüzeyin normalidir. 
Bu yüzeyin normali, ( )sα  eğrisinin T

 teğet vektör alanına dik olan normal 
düzlemindedir. 
 
5.1. Homotetik Hareketin Yörünge Yüzeylerinin Parametrizasyonları 
 
Bu bölümde Öklid uzayında iki parametreli homotetik hareketler yardımıyla bazı 
yörünge yüzeylerinin parametrizasyonlarını elde edilecektir. 
 
5.1.1. Homotetik Hareket Altında Silindir Yüzeyleri 
 
a) ( )( ) 0,0,s sα =  eğrisini göz önüne alalım ve 31 2 3( , , )p p p p= ∈ olmak üzere bu 
değerler (5.6) denkleminde yerine yazılırsa,                
( )
( )1 2 2 1 3
1( s,t )( p ) h( s,t ) p cos t T , p T( cos t ) T p sin t ( s )
hp cos t hp sin t , hp cos t hp sin t , hp s
ϕ α = + − + ∧ + 




elde edilir. 1 2( , ,0)p p p=  seçilirse  
( )1 2 2 1( s,t )( p ) hp cos t hp sin t , hp cos t hp sin t , sϕ = − +  
bulunur.  1p r sinθ=   ve  2p r cosθ=    olduğundan, 
( )( s,t )( p ) hr sin cos t hr cos sin t , hr cos cos t hr sin sin t , sϕ θ θ θ θ= − +  







Sonuç 5.1. (5.7) denkleminde 0 1s< <  ve 0 , 2t θ π< <  olmak üzere,  
sint costh( s,t ) s=   alınırsa şekil 5.1 deki homotetik silindir yüzeyi elde edilir. 
 
Sonuç 5.2. Sonuç 5.1  de ( , ) 1h s t =  alınırsa şekil 5.2 deki silindir yüzeyi elde edilir. 
 
               
        Şekil 5.1 Homotetik Silindir Yüzeyi                                  Şekil 5.2 Silindir Yüzeyi 
 
 
Sonuç 5.3. (5.7) denkleminde 1 1s− < <  ve 0 , 2t θ π< <  olmak üzere,  
h( s,t ) s sin t cos t= +   alınırsa şekil 5.3 deki homotetik silindir yüzeyi elde edilir. 
 
Sonuç 5.4. Sonuç 5.3  de ( , ) 1h s t =  alınırsa şekil 5.4 deki silindir yüzeyi elde edilir. 
 
               





b) ( )( ) ,0,0s sα =  eğrisi göz önüne alalım ve (1,0,0)T =

 ve 31 2 3( , , )p p p p= ∈  
şeklinde verilsin. c T=

  olmak üzere bu değerler (5.6) denkleminde yerine yazılırsa, 
( )
( )1 2 3 3 2
1( s,t )( p ) h( s,t ) p cos t T , p T( cos t ) T p sin t ( s )
hp s , hp cos t hp sin t , hp cos t hp sin t
ϕ α = + − + ∧ + 




elde edilir. Özel olarak 2 3(0, , )p p p=  alınırsa  
( )2 3 3 2( s,t )( p ) s , hp cos t hp sin t , hp cos t hp sin tϕ = − +  
bulunur.  2p r cosθ=   ve  3p r sinθ=    olduğundan, 
( )( s,t )( p ) s , hr cos cos t hr sin sin t , hr sin cos t hr cos sin tϕ θ θ θ θ= − +  




Sonuç 5.5. (5.8) denkleminde 0 1s< <  ve 0 , 2t θ π< <  olmak üzere,  
sint costh( s,t ) s=   alınırsa şekil 5.5 deki homotetik silindir yüzeyi elde edilir. 
 
Sonuç 5.6. Sonuç 5.5 de ( , ) 1h s t =  alınırsa şekil 5.6 biçiminde silindir yüzeyi elde 
edilir.  
 
        





5.1.2. Homotetik Hareket Altında Tor Yüzeyleri 
 
0x y  düzleminde r yarıçaplı çember olarak ( )0( s ) r sin , r cos ,α θ θ=  eğrisini göz 







T cos , sin ,











ve  p Nλ=

  olmak üzere bulunan bu değerler (5.6) denkleminde yerine yazılırsa,  
( )
( )
[ ] [ ]( )
1( s,t )( p ) h( s,t ) p cos t T , p T( cos t ) T p sin t ( s )
r sin h sin cos t , r cos h cos cos t , h sin t
sin r h cos t , cos r h cos t , h sin t
ϕ α
θ λ θ θ λ θ λ
θ λ θ λ λ
 = + − + ∧ + 
= − − −





bulunur. Şimdi tor yüzeyinin denklemi olan (5.9) ifadesinin grafiğini inceleyelim. 
 
 
Sonuç 5.7. (5.9) denkleminde 0 1s< <  ve 0 , 2t θ π< <  olmak üzere,  
h( s,t ) s sin t cos t= +   alınırsa şekil 5.7 deki homotetik tor yüzeyi elde edilir. 
 
Sonuç 5.8. Sonuç 5.7 de  ( , ) 1h s t =   alınırsa şekil 5.8 biçiminde tor yüzeyi elde 
edilir.  
          






Sonuç 5.9. (5.9) denkleminde 0 1s< <  ve ,tπ θ π− < <  olmak üzere,  
h( s,t ) s sin t cos t= +   alınırsa şekil 5.9 daki homotetik tor yüzeyi elde edilir. 
 
Sonuç 5.10. (5.9) denkleminde 0 1s< <  ve 0 ,t θ π< <  olmak üzere,  
h( s,t ) s sin t cos t= +   alınırsa şekil 5.10 daki homotetik tor yüzeyi elde edilir. 
         
              Şekil 5.9 Homotetik Tor Yüzeyi                Şekil 5.10 Homotetik Tor Yüzeyi 
 
 
5.1.3. Homotetik Hareket Altında Hiperboloid Yüzeyler 
 
a) Özel olarak ( )( ) 0 , 0 ,s sα =   ve  ( ) (1, ,0)p s s=   olarak alınır ve bu değerler  
(5.6) denkleminde yerine yazılırsa (5.10) ifadesini elde ederiz. 
( )
( )
1( s,t )( p ) h( s,t ) p cos t T , p T( cos t ) T p sin t ( s )
hcos t hs sin t , hs cos t h sin t , s






b) ( )( ) , 0 , 0s sα =   ve  ( ) (1, ,0)p s s=   olarak alınır ve bu değerler (5.6)  
denkleminde yerine yazılırsa, 
( )
( )
1( s,t )( p ) h( s,t ) p cos t T , p T( cos t ) T p sin t ( s )
h s , hs cos t , hs sin t












Sonuç 5.11. (5.10) denkleminde 1 1s− < <  ve 0 , 2t θ π< <  olmak üzere,  
h( s,t ) s sin t cos t= +  alınırsa şekil 5.11 biçiminde homotetik hiperboloid yüzey elde 
edilir. 
 
Sonuç 5.12. Sonuç 5.11 de ( , ) 1h s t =  olarak alınırsa şekil 5.12 biçiminde hiperboloid 
yüzey elde edilir. 
 
                     
       Şekil 5.11 Homotetik Hiperboloid Yüzey                Şekil 5.12 Hiperboloid Yüzey 
 
Sonuç 5.13. (5.10) denkleminde 2 2s− < <  ve 0 , 2t θ π< <  olmak üzere,  
h( s,t ) s sin t cos t= +  alınırsa şekil 5.13 deki homotetik hiperboloid yüzey elde 
edilir. 
 
Sonuç 5.14. (5.10) denkleminde 20 20s− < <  ve 0 , 2t θ π< <  olmak üzere,  
( , ) sin cosh s t s t t= +  alınırsa şekil 5.14 deki homotetik hiperboloid yüzey elde edilir. 
 
                      
      Şekil 5.13 Homotetik Hiperboloid Yüzey                  Şekil 5.14 Homotetik Hiperboloid Yüzey 
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Sonuç 5.15. (5.11) denkleminde 1 1s− < <  ve 0 , 2t θ π< <  olmak üzere,  
h( s,t ) s sin t cos t= +  alınırsa şekil 5.15 biçiminde homotetik hiperboloid yüzey elde 
edilir. 
 
Sonuç 5.16. Sonuç 5.15 de ( , ) 1h s t =  alınırsa şekil 5.16 biçiminde hiperboloid yüzey 
elde edilir. 
 
                                   
         Şekil 5.15 Homotetik Hiperboloid Yüzey                  Şekil 5.16 Hiperboloid Yüzey 
 
 
Sonuç 5.17. (5.11) denkleminde 2 2s− < <  ve 0 , 2t θ π< <  olmak üzere,  
h( s,t ) s sin t cos t= +  alınırsa şekil 5.17 biçiminde homotetik hiperboloid yüzey elde 
edilir. 
 
Sonuç 5.18. (5.11) denkleminde 20 20s− < <  ve 0 , 2t θ π< <  olmak üzere,  
( , ) sin cosh s t s t t= +  alınırsa şekil 5.18 biçiminde homotetik hiperboloid yüzey elde 
edilir. 
 
                                   






BÖLÜM 6. SONUÇ VE ÖNERİLER 
 
 
Kinematik, cismin hareketlerinin geometrik ve zamana bağlı özelliklerinin 
araştırılmasında önemli rol oynar. Kinematik kuvvet ve kütle kavramlarını içermeyen 
mekaniğin bir dalıdır, yani kinematik, sadece bir nokta veya nokta sistemi (cisim) nin 
zamana bağlı yer değiştirmesini inceler, [1]. Kinematik , makine yapımındaki teknik 
kullanımlar ve mekanik ile ilişkiler bakımından başlangıçta Öklid düzleminin ve 3-
boyutlu Öklid uzayındaki dik sistemlerin hareketleri ile bağlantılıdır. H.R.Müller 
tarafından, 2-boyutlu Öklid uzayında (Öklid düzlemi) bir parametreli düzlemsel 
hareketler ve iki parametreli düzlem hareketleri geniş bir şekilde incelenmiştir. 
Düzlemde bir parametreli hareketler için verilen pol noktalarına karşılık, iki 
parametreli hareketlerden elde edilen bir parametreli hareketler için pol eksenlerinin 
mevcut olduğu gösterilmiştir. 3-boyutlu Öklid uzayında ise iki parametreli 
hareketleri A.Karger ve O.Bottema geniş bir şekilde incelemiştir. 
 
M.Kemal Karacan, Öklid ve Lorentz düzleminde genel ve özel iki parametreli 
hareketler ve bu hareketlerden elde edilen bir parametreli hareketlerin ( ),λ µ∀  
konumundaki sürüklenme hızı, pol doğrusu, hodografı ve ivme polünü vermiştir.  
 
Tezde ilk olarak M.Kemal Karacan [4] tarafından verilen iki parametreli hareketlerin 
iki parametreli homotetik hareketlere genelleştirilmesi sunulmuş ve elde edilen 
sonuçlar hareketin homotetik oranına bağlı olarak bulunmuştur. Homotetik oranın 1 
olması durumunda M.Kemal Karacan [4] tarafından verilen sonuç özel bir durum 
olarak elde edilmiştir. Daha sonra, 3-boyutlu Öklid uzayında homotetik hareket 





Ayrıca Öklid düzleminin dışında Lorentz düzleminde de benzer bir çalışma 
yapılmıştır. Bununla ilgili olarak Lorentz düzleminde iki parametreli homotetik 
hareket ve yörünge yüzeyleri incelenmiş ve bir makale olarak düzenlenerek bir 
dergiye sunulmuştur. 
 
İki parametreli hareket ve homotetik hareketlerin Matematik, Fizik, Mekanik ve 
Robot Kinematiğinde önemli uygulama alanları vardır. Bir parametreli hareketler 
geniş bir şekilde çalışılmıştır. Fakat iki veya daha fazla parametreli hareketler için 
günümüzde fazla bir şey söylenememektedir. Bu tezde amacımız iki parametreli 
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